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au coeur des apprentissages
mathématiques
L’exemple du signe “moins”
Objectifs
2
• Mettre en évidence l’indissociable relation
➙ qui unit symboles et concepts
mathématiques,
➙ intrinsèque aux mathématiques et à leur
apprentissage.
• Présenter, sur cette base, des principes
d’enseignement et des exemples concrets
d’activités d’apprentissage (préscolaire, primaire
et secondaire).
Plan
1. Les difficultés des élèves relatives aux
symboles mathématiques
2. Petit détour historique : l’histoire des
nombres naturels
3. Symboliser et conceptualiser dans les
apprentissages (+ exemples)
4. L’exemple du signe “moins”
5. Conclusions générales ???
1. Les difficultés des élèves
relatives aux symboles
mathématiques
5Les conventions algébriques      
     
     
     





Difficultés en algèbre (secondaire)
6Les conventions algébriques      
     
     
     





Difficultés en algèbre (secondaire)
Le signe d’égalité
7L’élève (fin de 2e secondaire) cherche à produire une réponse 
ne comportant plus de signes opératoires apparents (CE1D).
Le signe d’égalité
Dans les équations, on observe des erreurs dans les opérations 
avec les négatifs (Vlassis, 2002) : 
-15
-15
-9 = -2x + 15
-6 = -2x 
-15-15
Le signe « moins » 
Elève de 2e secondaire 
Difficultés en arithmétique (primaire)
Résultat :
22 sur 25 élèves produisent une réponse correcte 
mais 
seuls 17 proposent une symbolisation correcte : 4 + 9 = 13
Exemple dans l’étude de Fagnant (2005, 2008)
14 problèmes additifs et soustractifs proposés en fin de 1ère année : 
Pierre a 4 pommes, Anne a 9 pommes. Combien de pommes 
Pierre et Anne ont-ils ensemble ?
• Lecture à voix haute du problème 
• L’enfant répète le problème et tente de le résoudre avec l’aide de matériel 
concret (des poupées et des blocs) ; 
• Il est alors invité à écrire un calcul qui correspond à l’histoire et/ou à la 
stratégie développée pour résoudre le problème. 
Les symboles opératoires +, - et =  (1ère année primaire)
Face à chaque problème, on observe que le nombre de calculs
corrects est toujours inférieur au nombre de réponses correctes
obtenues avec du matériel concret .⇨ Cela témoigne de difficultés spécifiques au symbolisme
mathématique puisque les élèves ont été incapables de
mobiliser le calcul adéquat (et appris) face à un problème qu’ils
avaient pourtant résolu correctement.
Au final, pour l’ensemble de problèmes, seuls 4 élèves sur les 25 ont
pu symboliser correctement tous les problèmes
Parmi les 21 qui se trompent dans les symbolisations :
• 13 élèves, produisent un calcul correct, mais uniquement avec un
signe « + » .
• 3 élèves ne produisent aucun calcul symbolisé correctement
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Les symboles opératoires +, - et = 
Origine de ces difficultés relatives aux symboles
ü Le point de vue implicite de pratiques d’enseignement qui
consistent à considérer les symboles de manière indépendante
des concepts et opérations qu’ils représentent.
ü Un enseignement qui envisage l'apprentissage des procédures et
de leur symbolisation indépendamment des situations ou des
problèmes qui justifient leur utilisation et qui leur donnent du
sens.
Exemples :
• En 1ère année primaire, la résolution de problèmes est souvent
postposée en fin d’année, après que les opérations sont
introduites.
• Au secondaire, la résolution de problèmes par équations est
présentée en 2e année, une fois que les élèves ont été initiés au
calcul littéral.
(Fagnant, 2005, 2008; Vlassis et al., 2015).
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ü Les mathématiques sont souvent considérées comme une
réalité préexistante que l’élève doit progressivement
découvrir.
Þ Les mathématiques et donc les symboles sont enseignées
sous leur forme définitive
Þ L’enseignement impose des représentations symboliques qui
sont extérieures à l’élève et prédéterminées ... sans toujours
tenir compte du sens que ce dernier lui attribue et qui ne
correspond pas nécessairement au sens que l'enseignant
veut transmettre.
Par exemple :
• Le signe d’égalité au primaire et au secondaire.
• La lettre ou le signe « moins » en algèbre au début du
secondaire.
Origine de ces difficultés relatives aux symboles
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En conséquence, du point de vue des élèves ...
• Utilisation d’un langage mathématique dépourvu de sens
(symboles, formules, définitions, ...).
• Difficultés à comprendre les symbolisations et à les utiliser de
manière adéquate pour résoudre un problème.
(Bednarz et al., 1993)
Origine de ces difficultés relatives aux symboles
2.  Petit détour historique
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Dès les premiers instants de leur histoire, les mathématiques se
sont développées en étroite relation avec les symboles qu’elles
utilisent.
Dans l’histoire des mathématiques
Depuis les premières traces dénotant des quantités sur les
tablettes de pierre jusqu’aux représentations formelles de
nombres imaginaires, les symboles sont indissociables de
l’existence même des mathématiques et de leur évolution.
I2 = -1
concevoir une quantité négative isolée ?".
La forme actuelle de nos chiffres, notre système décimal, vient donc de l'Inde de l'Ouest, par l'intermédiaire des Arabes. Mais ce n'est guère qu'au
XIIIème siècle qu'elle pénétra en Italie, adoptée par les c mmerçants de Florence. Son emploi n'est généralisé qu'au XVIème siècle.
C'est l'invention de l'imprimerie (1440), qui fixe finalement la forme de ces dix symboles. L'usage de la virgule pour noter les nombres "réels" ne se
répand qu'au XVIIème siècle. 
Les quatre opérations sont déjà connues des Egyptiens. 
Voici la multiplication égyptienne de 37 par 24 : (pour plus d'explications voir la multiplication égyptienne )
Un bâton  vaut 1 unité.
Une anse  vaut 10 unités .
Une spirale  vaut 100 unités.
La fleur de lotus  1000 unités. 
Le résultat final est écrit à gauche.
Mais leurs représentations sont souvent malcommodes.
La juxtaposition marque l'addition et un y retourné marque chez les grecs, la soustraction.
Finalement, ce sont les copistes du Moyen-Age qui abrègent puis déforment le mot "et", qui devient "+", tandis que l'habitude de séparer dans les
comptes le poids de la tare à l'aide d'un tiret horizontal donne naissance au signe "-". Les signes "+" et "-" apparaissent dans l'Arithmétique
commerciale de Widmann en 1489. Les signes de multiplication et de division actuels ne sont introduits qu'au XVIIème siècle. L'égalité est
marquée en Europe au XVIIème siècle par le symbole par lequel les astronomes désignent la constellation du Taureau. mais le mot latin
"aequalis" en toutes lettres se rencontre aussi, il est progressivement abrégé en æ et devient, finalement, le signe "=". Il semble avoir été inventé
par le mathématicien anglais Robert Recorde (1510-1558), professeur à Oxford et à Londres. Le symbole  désigne alors le nombre 1000. C'est
J. Wallis qui, vers 1660, l'élève au rang "d'infini" ; auparavant, cette notion d'infini n'avait pas d'existence.
Conclusion 
L'humanité a mis plusieurs millénaires pour domestiquer le nombre et la science n'est ce qu'elle est que depuis quelques siècles !
Les mathématiques ne se sont pas faites en un jour et, qui plus est, leur enfance n'est guère éloignée de nous. Quoi d'étonnant dès lors, puisque
les hommes ont mis si longtemps à représenter les nombres et les opérations, à ce qu'un écolier rencontre à ce propos quelques difficultés ?
N'oublions pas les difficultés dues aux irrégularités de l'expression orale des nombres en France. 
Nous aurions pu dire 
dix et un ou bien dix un pour onze, 
dix deux pour douze, 
dix trois pour treize, 
dix quatre pour quatorze et pourquoi pas 
deux dix trois pour vingt-trois etc. 
Nous disons vingt-et-un MAIS quatre-vingt-un en omettant le ET...
La désignation belge est plus facile : septante, nonante pour soixante-dix, quatre-vingt-dix.
Notre système devient un peu plus régulier à partir des centaines : 
exemple : 2548 avec deux mille cinq cent quarante-huit. On indique précisément le nombre de milliers, de centaines etc.
Cependant il existe encore des bizarreries : nous disons 
deux mille (mille est invariable), un million, des mille et des cents !
MAIS mille ou cent sans précéder de UN. 
Ne parlons pas des anciennes façons de compter : douze cents pour mille deux cents..
(très) Brève histoire des nombres
(Ifrah, 1994)
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1. Vers  35000/20000 avant JC 
Premières traces d'utilisation de systèmes de "comptage"  
Correspondance terme à terme (utilisation d'entailles sur les os ou des 
doigts/partie du corps)
Ces systèmes sont ingénieux mais montrent vite
leurs limites dès que les quantités deviennent trop
importantes (au delà de 100 environ).
(très) Brève histoire des nombres
(Ifrah, 1994)
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2. Vers 3500 avant JC en Mésopotamie 
Utilisation de calculi c'est-à-dire de jetons :  
Il représente le cardinal de l'ensemble⇨ Il n’est plus nécessaire de tout pointer et
de comparer tous les objets pour
"compter".⇨ Cela autorise de traiter des nombres plus
importants et de réaliser des
manipulations plus complexes et plus
efficaces.
Ce premier regroupement des éléments
unitaires en un seul objet.
Ø Avancée très importante
(très) Brève histoire des nombres
(Ifrah, 1994)
Enfin, la boule s'aplatit et devient une tablette sur laquelle 
figurent les signes représentant les calculi (une encoche pour un 
bâtonnet, une empreinte circulaire pour le disque, ... ). 
Evolution dans l’utilisation des calculi
Ensuite, pour éviter de devoir chaque fois casser la boule, on a
tracé sur celle-ci des marques correspondant aux
objets à l'intérieur⇨ A quoi sert alors de conserver les calculi?
Initalement, ces calculi étaient placés dans une boule.⇨ Pour compter le contenu, il fallait chaque casser la boule
et compter les calculi à l'intérieur.
➥ Importance de cette avancée graphique ⇨ autorise des  opérations 
mathématiques plus rapides et plus abstraites : il n’est plus nécessaire d’utiliser 
des objets concrets pour compter.
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3. Dans l'antiquité romaine
Utilisation des chiffres romains partiellement
basés sur un système de correspondance terme à
terme (pour les 3 premiers nombres) mais
utilisant des symboles basés sur un regroupement
en base 5 (V) ou 10 (X, C, ...)
4. Au VIIIe siècle
Apparition en Inde du système de numération
de position en base 10, puis du zéro. Ce
système sera adapté et affiné par les arabes
jusqu’à notre système actuel de numérotation
de position.
Ces systèmes, calculi et chiffres romains, sont ingénieux, mais ne
permettent pas de faire des opérations complexes (utilisation
d'abaques) ni de représenter certains nombres.
concevoir une quantité négative isolée ?".
La forme actuelle de nos chiffres, notre système décimal, vient donc de l'Inde de l'Ouest, par l'intermédiaire des Arabes. Mais ce n'est guère qu'au
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C'est l'invention de l'imprimerie (1440), qui fixe finalement la forme de ces dix symboles. L'usage de la virgule pour noter les nombres "réels" ne se
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Le résultat final est écrit à gauche.
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marquée en Europe au XVIIème siècle par le symbole par lequel les astronomes désignent la constellation du Taureau. mais le mot latin
"aequalis" en toutes lettres se rencontre aussi, il est progressivement abrégé en æ et devient, finalement, le signe "=". Il semble avoir été inventé
par le mathématicien anglais Robert Recorde (1510-1558), professeur à Oxford et à Londres. Le symbole  désigne alors le nombre 1000. C'est
J. Wallis qui, vers 1660, l'élève au rang "d'infini" ; auparavant, cette notion d'infini n'avait pas d'existence.
Conclusion 
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Les mathématiques ne se sont pas faites en un jour et, qui plus est, leur enfance n'est guère éloignée de nous. Quoi d'étonnant dès lors, puisque
les hommes ont mis si longtemps à représenter les nombres et les opérations, à ce qu'un écolier rencontre à ce propos quelques difficultés ?
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Nous aurions pu dire 
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En Occident ce système ne sera connu qu'au XIe siècle mais ne
sera vraiment pleinement utilisé qu'à partir du XIIIe siècle avec
les travaux de Léonard de Pise.
Certains savants préféraient garder le système qu'ils
connaissaient bien des chiffres romains.
Il faut dire que l'Europe de l'époque n'a pas encore tout à fait
besoin de la puissance de calcul offerte par les chiffres arabes.
(très) Brève histoire des nombres
(Ifrah, 1994)
Objectifs de ce détour historique?
L’ histoire des nombres naturels montre que :
– les mathéma5ques ont émergé de la résolu5on de problèmes qui se sont
posés aux hommes dès la préhistoire
– ceux-ci ont dû développer des ac5ons de résolu5on mais également
inventer divers systèmes symboliques pour garder la trace de ces ac5ons
et pour les communiquer
– ces systèmes symboliques ont permis la communica5on, les échanges et
donc la réﬂexion, le raisonnement⇨ conceptualisa5on⇨ CeCe histoire montre que les mathéma5ques ont progressé selon un processus
où les avancées symboliques se sont développées en étroite rela5on avec les
avancées conceptuelles pour résoudre des problèmes liés à un contexte socio-
culturel donné
Ces avancées symboliques permirent également de poser de nouveaux
problèmes et d’ouvrir à de nouveaux concepts requérant de nouvelles
symbolisa5ons plus adéquates dans un processus cyclique et récursif d’une
















Par exemple, dans l’histoire des nombres ... 
• C’est sous l’impulsion des premières transac7ons commerciales que les êtres humains
ont dû inventer des procédures de comptage (ac6ons) dont il a fallu garder la trace à
l’aide de marques ou de jetons (symbolisa6ons) et qu’une première conceptualisa6on
des nombres naturels a pu se développer.
• C’est parce que les transac6ons se sont mul6pliées et que les quan7tés à dénombrer
ont augmenté que les êtres humains ont été amenés à trouver des procédures de
résolu7on plus rapides et eﬃcaces (ac6ons) ou de symboliser les nombres sur de
l’argile, regroupés en base 5 ou 10 ou 60, ... (symbolisa6ons), et que les naturels se
sont aﬃrmés en tant que cardinal d’une collec6on.
• C’est enﬁn parce que la numéra7on de posi7on (système
symbolique dont l’eﬃcacité l’a mené jusqu’à nos jours) s’est
imposée que les opéra7ons se sont complexiﬁées et que des
nombres nouveaux tels que les néga6fs ou les décimaux, mais
aussi de nouveaux domaines d’inves6ga6on tels que l’algèbre,
sont apparus dans des sociétés en constante évolu6on. 23
Objectifs de ce détour historique?
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L’histoire des nombres révèle que les mathéma;ques
consistent en une construc;on humaine et sociale
- en perpétuel mouvement,
- où la symbolisa;on joue un rôle essen;el en
étroite interac;on avec la conceptualisa;on.
3. Symboliser et conceptualiser
dans les apprentissages
L’histoire des nombres a montré que les objets mathématiques
– sont le résultat d’une construction humaine,
– ont été créés pour résoudre des problèmes.
➯ Les nombres n’ont pas d’existence tangible et ne sont donc pas 
accessibles par la perception.
On ne les perçoit qu’à travers leurs représentations symboliques
(symboles, modèle, dessins, gestes, ou tout autre représentations)
➯ Ces représentations symboliques sont donc cruciales.
➯ Leur utilisation autorise la communication, la réflexion et les 
échanges mathématiques impossibles sans elles.
Elles permettent ainsi le développement de la conceptualisation
Que nous apprend l’histoire des mathématiques







Actions de résolution de 
problèmes
Symboliser et conceptualiser, une dialectique au 
coeur des apprentissages mathématiques ...
... selon un processus similaire à celui qui s’est développé 
au cours de l’histoire. 
Dans les appren*ssages mathéma*ques
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Redécouverte de l’importance de la symbolisation
A la fin des années 1990, avec l’importance grandissante accordée
aux facteurs sociaux, les approches socioculturelles (Vygostky),
s’imposent de plus en plus en didactique des mathématiques.
Dans ces approches,
• les interactions sociales et donc la communication sont
constitutives des apprentissages
• les outils de communications, les « signes » occupent un rôle
central et leur appropriation est considérée comme déterminante
dans les apprentissages.
Exemples de « signes » :
Le langage oral, écrit, symboles (non) conventionnels, dessins,
gestes, schémas, etc.
Dans les apprentissages mathématiques
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Ainsi, sous l’impulsion des approches socioculturelles,
• Le rôle des symboles dans les apprentissages s’est
profondément modifié.
• Ils sont considérés comme des outils pour communiquer un
raisonnement, une justification, une argumentation en
mathématique...
• ... et donc, comme des outils de de conceptualisation.
• Les symboles (signes) incluent non seulement les symboles
conventionnels, mais aussi non conventionnels. Il s’agit de toute
trace concrète destinée à représenter une notion, un concept,
une opération, ... mathématique
Et dans les apprentissages mathématiques?
Cela nous amène ainsi à considérer le « signe », et donc les
symboles ...
• comme exprimant une relation étroite entre signifiant (relatif à
la forme, à l’apparence) et signifié (relatif au fond, au sens, au
concept)
Un signe est ainsi représenté comme un ensemble composé de
deux facettes inséparables.




Pour un approfondissement de la définition du signe ...
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Un « signe » ...
• n’est jamais une entité pour elle-même,
• il est utilisé pour communiquer dans un contexte d’activité précis
• et est produit pour atteindre un objectif donné (Radford, 1998). 
!
L’acIvité ...
• C'est l’environnement dans lequel s’insèrent les acIons mathémaIques des 
individus et qui les rendent nécessaires (problèmes)..
• Elle est orientée vers un but (Radford 1998)
Rendre du sens aux  mathématiques
Processus de mathématisation progressive
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• Sur cette base, une mathématisation progressive peut être développée au 
départ des connaissances et expériences des élèves dans des activités de 
symbolisation ...
ü qui se développeront en relation avec l'évolution de pratiques 
mathématiques de la classe (activités) .
ü afin de faire émerger une réalité mathématique de plus en plus abstraite 
(abstraction)
• Cette progression se structure ainsi en  différentes étapes de symbolisation : 
chaîne de significations 
Des ac=vités de complexité croissante
vont amener les élèves à uHliser des 
symboles/signes de plus en plus 
abstraits.
Rendre du sens aux  mathématiques
Processus de mathématisation progressive
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• Sur cette base, une mathématisation progressive peut être développée au 
départ des connaissances et expériences des élèves dans des activités de 
symbolisation ...
ü qui se développeront en relation avec l'évolution de pratiques 
mathématiques de la classe (activités) .
ü afin de faire émerger une réalité mathématique de plus en plus abstraite 
(abstraction)
• Cette progression se structure ainsi en  différentes étapes de symbolisation : 
chaîne de significations 
Des ac=vités de complexité croissante et 
orientées vers un but, vont amener les 
élèves à uGliser des symboles/signes de 
plus en plus abstraits.
Au ﬁl des acGvités/quesGons, le sens 
(signiﬁé) évolue progressivement en 
parallèle avec une progression dans la 
symbolisaGon (signiﬁant)
Un exemple de mathématisation progressive à la 
transition maternelle-primaire
Le jeu de la "carte en trop" : Jeu basé sur les règles du jeu du 
valet noir
Exemple : carte en trop jusque 5
(Agir avec les nombres, Delhaxhe et Godenir, 1995) 
Carte en trop : valet noir
Etape 4 - primaire
a) 3 + 4  = ? 
3 + 7 = ?
b) 7 + ? = 10 10 = ? + ?
? + 6 = 10 10 = 9 + ?
c) 5 + 5 = ? + 6








Diﬀérentes étapes dans la chaîne de signiﬁca:ons
L’exemple de la carte en trop
Etape 1 - maternelle – primaire
Jouer avec à la carte  en trop 
jusque 5
Le sens de l’addition se 
construit progressivement :
Il devient de plus en plus 
abstrait parallèlement à 
une symbolisation de plus 
en plus formelle




























Carte en trop : chaîne de signiﬁca7ons
• Au départ des actions des enfants dans le contexte d’un jeu, les nombres, les
opérations sur ces nombres (signifiés) se formalisent progressivement en même
temps que leurs symbolisations (signifiants).
• Le contexte du jeu disparaît progressivement tout en restant en arrière plan.
• Important : L’enfant peut toujours revenir en arrière quand le sens se perd.
 
 
Antoine veut réaliser des mosaïques carrées réalisées à partir de carrés, dont certains 
sont colorés et d’autres pas. Ces mosaïques sont de différentes tailles mais elles sont 
toutes produites sur le même modèle comme dans les exemples ci-dessous :   
 
     
     
     
     
     
 
 
Mosaïque réalisée à partir de  
3 carrés de couleur sur un côté 
Mosaïque réalisée à partir de 
 4 carrés de couleur sur un côté 
 
Antoine veut réaliser des mosaïques de différentes tailles. Pour prévoir le matériel, il 
cherche un moyen de calculer le nombre de carrés blancs dont il aura besoin à partir du 
nombre de carrés de couleurs qu’il veut mettre sur un côté de la mosaïque. 
 
1) Antoine voudrait réaliser une mosaïque à partir de 5 carrés de couleur sur un côté.  
A l’aide du matériel, construisez cette mosaïque.  
Combien de petits carrés blancs sont-ils nécessaires pour réaliser cette mosaïque? 
 ………………………………………………………………………………………………… 
2)  Antoine voudrait réaliser une mosaïque à partir de 7 carrés de couleur sur un côté.  
 Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrés blancs 
sont nécessaires dans ce cas.  
………………………………………………………………………………………………… 
3) Faites de même pour une mosaïque construite à partir de 32 carrés de couleur sur 
un côté. 
 ………………………………………………………………………………………………… 
4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, à chaque fois, le nombre de carrés 
blancs nécessaires pour réaliser une mosaïque, quel que soit le nombre de carrés 





5) Ecrivez ce moyen en langage mathématique.
 ………………………………………………………………………………………………… 
Antoine fait des mosaïques 
Antoine fait des 
mosaïques
(Demonty & Vlassis, 2018)
ü Apprendre à généraliser
ü Développer une pensée
algébrique
Un exemple de 
mathématisation
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toutes produites sur le même modèle comme dans les exemples ci-dessous :   
 
     
     
     
     
     
 
 
Mosaïque réalisée à partir de  
3 carrés de couleur sur un côté 
Mosaïque réalisée à partir de 
 4 carrés de couleur sur un côté 
 
Antoine veut réaliser des mosaïques de différentes tailles. Pour prévoir le matériel, il 
cherche un moyen de calculer le nombre de carrés blancs dont il aura besoin à partir du 
nombre de carrés de couleurs qu’il veut mettre sur un côté de la mosaïque. 
 
1) Antoine voudrait réaliser une mosaïque à partir de 5 carrés de couleur sur un côté.  
A l’aide du matériel, construisez cette mosaïque.  
Combien de petits carrés blancs sont-ils nécessaires pour réaliser cette mosaïque? 
 ………………………………………………………………………………………………… 
2)  Antoine voudrait réaliser une mosaïque à partir de 7 carrés de couleur sur un côté.  
 Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrés blancs 
sont nécessaires dans ce cas.  
………………………………………………………………………………………………… 
3) Faites de même pour une mosaïque construite à partir de 32 carrés de couleur sur 
un côté. 
 ………………………………………………………………………………………………… 
4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, à chaque fois, le nombre de carrés 
blancs nécessaires pour réaliser une mosaïque, quel que soit le nombre de carrés 





5) Ecrivez ce moyen en langage mathématique.
 ………………………………………………………………………………………………… 
Antoine fait des mosaïques 
Par$r des ac$ons concrètes
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Antoine fait des mosaïques 
Focaliser l'attention des 
élèves sur les opérations
Partir des actions concrètes
des élèves sur le matériel
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Antoine fait des mosaïques 
Produire un message/une
expression avec un nombre
dont la valeur est non 
déterminée.
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élèves sur les opérations
Partir  des actions concrètes 
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Cette diversité témoigne du potentiel de ces activités dans le 
développement de la pensée algébrique
car qui dit diversité, dit comparaison des formules ou des 
opérations, 
=> possibilité de travailler le sens de l'égalité, des opérations, des 
techniques algébriques
Pensée algébrique
La pensée algébrique relève non pas de l’u4lisa4on du
symbolisme algébrique formel mais d’une manière
par4culière de penser :
1. Vision rela3onnelle de l’arithmé3que (Carpenter, et al., 2005)
Considérer les opéra4ons sous l’angle des rela4ons et non plus en 
terme d’ac4ons à accomplir pour obtenir un résultat
➙ sens des opéra4ons
➙ sens de l’égalité 
ex : 7 + 5 = ? + 9
2. Présence d’une indéterminée (Radford, 2014 et 2018)
Eﬀectuer des opéra4ons impliquant une indéterminée (un 
nombre inconnu)
ex : nombre de carrés colorés x 4 + 4
4.  L’exemple du signe “moins” 
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Incident 3 : Modifier le symbolisme pour clarifier la situation
Introduction du signe d'égalité
La situation  ?   -7   -9  →  -3  est proposée aux élèves. Tandis que Anna résout sans
difficulté apparente cette équation et explicite correctement sa démarche en utilisant la
droite des nombres, Francia est assez perdue par la place inhabituelle (dans nos séances)
de l'inconnue. Elle commence par plac r le -3 sur la droite des nombres, puis ne sait plus
très bien ce qu'elle doit faire, ni ce qu'il faut chercher finalement.
La réaction de Francia est mise à profit pour faire prendre conscience aux élèves que
l'utilisation des cartes rend parfois les choses confuses. La question suivante est alors
posée : Comment pourrait-on rédiger autrement les opérations pour que ce soit plus
clair? La question est volontairement vague pour permettre plusieurs possibilités
d'expression.
Francia intervient rapidement en émettant l'idée du signe d'égalité qu'elle note sur un
carton et qu'elle place entre les deux membres de l'équation. L'extrait 10 ci-dessous
représente la situation telle qu'elle est symbolisée à cette étape du processus.
Extrait 10 : Francia introduit un signe d'égalité (noté sur un post-it) dans l'équation  ?   -7   -9  →  -3
Photo 10 Photo 11
Le signe d'égalité ainsi introduit revêt la signification implicite de "barrière" ou d'amorce
de résultat. Il est en effet fort peu probable que dans ce contexte, les élèves le considèrent
comme symbole mathématique d'une égalité entre deux expressions.
Incident 4 :  Introduction de deux cartes points d'interrogation
Comment résoudre l'équation  +2   ?   ?  =  -3 ?
L'introduction de deux cartes "point d'interrogation" perturbe beaucoup Anna qui n'arrive
plus à cerner, dans ce cas, la question qui est effectivement posée au départ. Anna se
démotive du travail et semble ne plus avoir envie de s'investir. Francia, par contre, prend
le temps de chercher, sur la droite, deux nombres dont le total permettra d'aller de  +2  à
-3 . Au terme de sa recherche, elle présente les nombres -8 et +3. L'interviewer propose
-2,5 et -2,5 afin d'introduire l'idée de deux nombres égaux et la possibilité de nombre
décimal en tant que solution de l'équation. Francia a clairement compris qu'il fallait aller
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Extrait 2 - Étapes de l'élaboration de la "droite des nombres - thermomètre" pour effectuer  +3   -5
Photo 1 Photo 2 Photo 3
Photo 4 Photo 5 Photo 6
photo 1 Anna trace la droite verticalement (comme dans le thermomètre), place le zéro
ainsi que le nombre +3 (premier terme de l'opération) sans aucune autre
graduation. L'interviewer explique que le dessin n'est pas complet. Francia
intervient à ce moment et déclare qu'il faut ajouter des graduations comme -1,
-2, ...
photo 2 L'interviewer envoie Francia au tableau compléter la droite. Anna passe la main
à Francia.
photo 3 Francia ne sait plus où elle doit placer les négatifs : au-dessus ou en-dessous du
zéro? Elle pense que c'est au-dessus du zéro. Francia place les graduations des
nombres négatifs au-dessus du zéro. Un trait sur la droite suivi d'un nombre est
considéré comme un nombre négatif. Au niveau de la représentation, il semble
que Francia confonde la marque de la graduation et le signe "moins". C'est
peut-ê e pour cette r ison qu'ell  évoque seul ment les graduations négatives
-1, -2, et qu'elle ne sache plus finalement où les placer.
photo 4 Anna n'e t pas d'accord avec la représenta ion de Francia. L'interviewer invite
Francia à réfléchir à un thermomètre réel, et à l'emplacement des températures
négatives. Francia se corrige alors et distingue, sur la représentation, le trait de
la graduation du signe négatif.
photo 5 La droite des nombres complète est constituée. Elle est basée sur la sémantique
du thermomètre à degrés Celsius. La droite négociée par les trois participants
est donc verticale, alors que celle qui a été enseignée aux élèves est le modèle
traditionnel horizontal.
photo 6 La droite est utilisée pour effectuer +3 - 5.
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Dans les équations, on observe des erreurs dans les opérations 
avec les négatifs (Vlassis, 2002) : 
-15
-15
-9 = -2 + 15
-6 = -2x 
-15-15
Le signe « moins » 
Diﬃcultés des élèves dans les réduc2ons
polynomiales
Etude sur la base d'un test soumis en fin d’année, à 131 élèves
de 2e année secondaire générale (élèves de 13-14 ans) et
d'interviews de 12 élèves
ü Test composé, notamment, de réductions polynomiales
(28)
ü Polynômes de structure simple (= membre d’une
équation)





9y  – 32
Du concept de nombre négatif à
l’utilisation du signe “moins” 
• Origine des diﬃcultés dans les opéra3ons avec les néga3fs 
souvent a6ribuée au concept de "néga3f" : 
Est-ce que c'est seulement une ques3on de nombre néga3f?
3 + 6x - 2
• Diﬃcultés dans les opéra3ons avec les en3ers néga3fs : 
Concept de nombre néga3f U3lisa3on du signe « moins »
Autre diﬃculté
• Sens  d'une expression li6érale comme 3x ou – 4x
La négativité : modèle des différentes utilisations du signe "moins" 
en algèbre élémentaire
















Dans les réductions polynomiales
Dans notre étude, les erreurs viennent :
• de difficultés liées à l’utilisation unaire du signe « moins »   
(tendance à détacher le signe "-" )
20 + 8 – 7n – 5n 
• de difficultés à entrer dans un discours algébrique caractérisé par 
une utilisation flexible du signe « moins » (binaire et unaire)
6y – 20  + 3y – 12
• d'une incapacité à considérer le polynôme comme une somme 
d’entités signées
ex : 7y – 4 – 9 + 3y
Pour beaucoup d’élèves, on a: 7y  – 4  – 9 + 3y
52
Technique pour aider les élèves à ne pas additionner des termes 
non semblables (Espace Math 2, p. 184)
4. L’exemple du signe “moins”
4.1 Difficultés des élèves dans
l’utilisation du signe “moins”
4.2 Comment soutenir les élèves dans
leur apprentissage du signe “moins”:
un exemple de séquence didactique
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Activités et modèles possibles
• Les ac'vités de généralisa'on, 
• les problèmes (résolu'on par équa'ons),
• Les modèle comme celui des gains/de<es ou des billes 
rouges/noirs
• ... la droite des nombres
• ... le thermomètre
• etc...
... peuvent cons'tuer des contextes signiﬁca'fs pour opérer dans 




Ø Dans les activités de généralisation, les opportunités de réaliser ces
opérations ne sont pas si nombreuses.
Ø Dans des problèmes se résolvant par équations, les opérations avec les
entiers se mêlent à d'autres difficultés.
Ø La droite des nombres ne fait pas nécessairement toujours sens auprès des
élèves (les manipulations sont abstraites et hors contexte) et semblent
sujette à controverses.
Ø Dans les problèmes classiques de dettes/gains ou de températures, les
élèves contournent les opérations avec les entiers (Peled & Carraher, 2008)
Ex : Problème classique de T° : quelle différence de t° entre le mois d'août 
(20°) et le mois de janvier (- 6°)?
Les élèves additionnent les valeurs absolues pour trouver la différence 
et ne font pas : 20 - (- 6) = 26
55
Méthodologie
1. Prétest / post-test immédiat / post test différé
– Test : réductions polynomiales (12) / résolution d'équations 
(5)
– Post-test immédiat : quelques jours après 
l’expérimentation
– Post-test différé : 4 mois après
2. Etude exploratoire
3. Collecte des données
– Deux étudiantes de 2e année du secondaire sélectionnées 
sur la base du pré-test (Réussite < 20%) 
– 7 sessions de 30 minutes durant le temps de midi (video)  
Objectifs de la séquence didactique 
– Promouvoir une u*lisa*on ﬂexible du signe « moins » dans les
réduc*ons polynomiales.
– Reconnaître le polynôme comme une somme d’en*tés
signées
– Donner du sens aux termes d’un polynôme en par*culier aux 
termes liAéraux (-3a)
But final  : Réduire des polynômes de manière 
significative 
Principales étapes de la séquence
1. Additions d’entiers
Réappropriation de la droite des nombres
+3 -5
Principales étapes de la séquence
1. Additions d’entiers (suite)
- 4+ 2
Et si on inversait les
l’ordre des cartes, que
deviendrait la réponse?
- 4 + 2
E1 : Cela ne changera rien du tout
E2 : J’ai trouvé -6 (en réponse à –4 + 2) au début, mais parce que j’ai encore 
fait 4 + 2 et j’ai mis le “moins” devant. C’est des trucs comme ça qu’on
nous explique en classe. 
Oui, dans certains cas, il faut le faire. Mais ici c’est tout simple, c’est
dans ma tête : Je descends de 4 et je remonte de 2, OK, puis j’arrive à -2. 
Que je fasse comme ça (+2 – 4 ) ou que je fasse comme ça (-4 +2) . C’est
le même calcul.
Principales étapes de la séquence
2. Résoudre des équations (1re partie)
Méthodes utilisées par les élèves  pour trouver un nombre inconnu
– Essais et erreurs 
– Essais et erreurs  
3. Résoudre des équations (2e partie)
– Essais et erreurs  
– Diviser par 2
+3 ? -5
+3 ? ? = -5





















Chaîne de signification d’un terme littéral
à l’aide de cartes
Principales étapes de la séquence
4. Produire et résoudre une équation sans le support 
des cartes
– Produire une équation : – 1 2x = -15
Quel signe devant 2x?
– Résoudre une équation : 2 – y = 20 (y = -18)
Difficulté à distinguer le « moins » devant la solution du 
« moins » devant y
Objectif en phase 4 : donner du sens au terme littéral
Nombreux aller et retour entre le numérique et le 
littéral
Principales étapes de la séquence
5. Réduire des polynômes
– Comparer 2 expressions
-10 + 4  + a + a + a = ou ≠ a + a + a – 10 + 4
– Produire une expression égale à une autre et justifier
-10 + 4  + a + a + a = -6 + 3a (solution de E1)
= 4 + a + a + a - 10 (solution de E2)
– Réduire des polynômes
Réduire des polynômes : 
Trouver une expression égale et non plus trouver la « réponse »
Résultats des tests
POLYNOMES /12 EQUATIONS /5
Pré Post 1 Post 2 Pré Post 1 Post 2 
E1 2 11 11 1 3 4
E2 2 11 11 1 3 1
Moyenne
classe 7 6 7,7 2,6 3 3,4
Evolution du discours
Un discours argumenté :
1. Sens des opérations avec les entiers sur la base de la droite des nombres 
(DN)
2. Sens des signes « plus » et  « moins » (DN) : le signe « moins" indique 
qu’on se trouve en-dessous et qu’on doit descendre
=> flexibilité non seulement dans les réductions polynomiales mais 
également dans le discours 
3. Commutativité
4. Sens d’une expression littérale 
5. Sens des réductions des polynômes
Conclusions
• Le modèles de la DN co-construit avec les élèves semble avoir
montré une certaine eﬃcacité avec deux élèves faibles.
• Ayant par=cipé à leur émergence, elles en ont perçu le sens et le
fonc=onnement.
• Les discussions leur ont permis de faire le lien entre les ac=ons
sur les modèles et les opéra=ons algébriques visées.
4. Conclusions générales
Amener les élèves vers l’abstraction en mathématique
requiert une mathématisation progressive.
Celle-ci consiste à :
• partir d’activités de résolution de problèmes ou de
situations qui posent question aux élèves
• et envisager une progression dans ces activités
• ... pour créer la nécessité d’évoluer vers davantage
d’abstraction parallèlement à des symbolisations de
plus en plus formelles
• ancrer les apprentissages dans les actions de
résolution posées par les élèves
Veiller à développer à la fois une progression dans les
concepts en relation avec le sens des symboles
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Symboliser et conceptualiser, 
un double processus
au coeur des apprentissages
mathématiques
L’exemple du symbole “moins”
